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概要
本稿では, 量子力学における 1 次元調和振動子の定常状態における Schrödinger 方程式 (固有方程式) をみたす
エネルギーおよび波動関数を昇降演算子を用いることで Hermite 関数との関連性を明らかにし Hermite 関数が
L2(R)上で完全正規直交系となることを示す.

1 物理学背景
古典力学における 1次元調和振動子モデルのハミルトニアン H は

H =
p2

2m
+

K

2
x2

という形で与えられる.ただし, x, p ∈ Rはそれぞれ,振動子の位置,運動量を表す変数, m,K > 0は振動子の質量,ば
ね定数である.これに対応する量子系のハミルトニアンは

Hos = − ℏ2

2m

d2

dx2
+

K

2
x2

となる.今, Hos の固有値および固有関数,つまり定常状態におけるエネルギーと対応する波動関数求める問題が出て
きた.本稿では各定数は本質的ではないため単純化した

Hos = −1

2

d2

dx2
+

1

2
x2

について関数解析学的手法を用いて考察していく.

2 空間と作用素の導入
R上の Schwartzの急減少関数空間を S(R), Lebesgueの二乗可積分関数空間を L2(R)と表記する.つまり

S(R) =
{
f

∣∣∣∣ lim
|x|→∞

|x|mf (n)(x) = 0 (∀m,n = 0, 1, 2, . . .)

}
L2(R) =

{
f

∣∣∣∣ ∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx < ∞

}
である. L2(R)は Hilbert空間であり内積 ⟨f, g⟩,ノルム ∥f∥2 は

⟨f, g⟩ =
∫ ∞

−∞
f(x)g(x) dx, ∥f∥2 =

√
⟨f, f⟩ =

(∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx

) 1
2

(f, g ∈ L2(R))

となる.さらに, S(R)は L2(R)の部分空間として稠密であることに注意する.

L2(R)上で線形作用素 T および T の定義域 D(T )を

T =
1√
2

(
x+

d

dx

)
, D(T ) = S(R)
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で定義する.また,部分積分により T の共役作用素 T ∗ は

T ∗ =
1√
2

(
x− d

dx

)
で与えられることがわかる.

3 交換子の計算
次に, T, T ∗ の交換子 [T, T ∗] = TT ∗ − T ∗T を計算すると

([T, T ∗]f)(x) = ((TT ∗ − T ∗T )f)(x)

=
1

2

(
x+

d

dx

)(
x− d

dx

)
f(x)− 1

2

(
x− d

dx

)(
x+

d

dx

)
f(x)

=
1

2

(
x2f(x) + (xf(x))′ − xf ′(x)− f ′′(x)

)
− 1

2

(
x2f(x)− (xf(x))′ + xf ′(x)− f ′′(x)

)
= (xf(x))′ − xf ′(x)

= f(x)

より, [T, T ∗] = 1となることがわかる.このことを用いて, [T, (T ∗)n] = n(T ∗)n−1 (n = 1, 2, . . .)を示すことができ
る.実際, TT ∗ = 1 + T ∗T を繰り返し用いることで

T (T ∗)n = (TT ∗)(T ∗)n−1

= (1 + T ∗T )(T ∗)n−1

= (T ∗)n−1 + T ∗(TT ∗)(T ∗)n−2

= 2(T ∗)n−1 + (T ∗)2T (T ∗)n−2

= · · · = n(T ∗)n−1 + (T ∗)nT

より成り立つことがわかる.

4 Hermite関数の導入
k 次の正規化された Hermite関数 hk(x)を

hk(x) =


1
4
√
π
e−

x2

2 (k = 0)

1√
k!
(T ∗)kh0(x) (k = 1, 2, . . .)

のことをいう.この Hermite関数についてこれから考えていく.

まず, ∥h0∥2 = 1であることは
∥h0∥22 =

1√
π

∫ ∞

−∞
e−x2

dx = 1

よりわかる.また, Th0 を求めると

(Th0)(x) =
1

4
√
4π

(
x+

d

dx

)
e−

x2

2

=
1

4
√
4π

(
xe−

x2

2 − xe−
x2

2

)
= 0

となる.さらに, k = 1, 2, . . .に対して

Thk =
1√
k!
T (T ∗)kh0 =

1√
k!

{
k(T ∗)k−1 + (T ∗)kT

}
h0 =

√
k · 1√

(k − 1)!
(T ∗)k−1h0 =

√
khk−1

T ∗hk =
√
k + 1 · 1√

(k + 1)!
T ∗(T ∗)kh0 =

√
k + 1hk+1
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となる. このことから, T ∗Thk =
√
kT ∗hk−1 = khk がなりたつことがわかる. これは, T ∗T の固有値 k (k =

0, 1, 2, . . .)に対する固有ベクトルが hk であることを示している.

次に, S = T ∗T +
1

2
とする.このとき, f ∈ S(R)に対して Sf を具体的に求めると

(Sf)(x) =
1

2

(
x− d

dx

)(
x+

d

dx

)
f(x) +

1

2
f(x)

=
1

2

(
x2f(x)− (xf(x))′ + xf ′(x)− f ′′(x)

)
+

1

2
f(x)

= −1

2
f ′′(x) +

1

2
x2f(x)

となる.一方で, Shk =

(
k +

1

2

)
hk より,微分方程式

−1

2
f ′′(x) +

1

2
x2f(x) = Ef(x) (E ≥ 0)

は, E = k +
1

2
(= Ek)のとき hk を解に持つことがわかる.この微分方程式は,量子力学における調和振動子のモデル

の Schrödinger方程式であり, hk を状態 k における波動関数という.

5 Hermite関数の正規直交性
さて, 次に {hk}∞k=0 が L2(R)内で正規直交系であることを示す. m = 1, 2, . . .に対して

⟨hm, hm⟩ = 1

m!
⟨(T ∗)mh0, (T

∗)mh0⟩

=
1

m!
⟨T (T ∗)mh0, (T

∗)m−1h0⟩

=
1

(m− 1)!
⟨(T ∗)m−1h0, (T

∗)m−1h0⟩

= ⟨hm−1, hm−1⟩
= · · · = ⟨h0, h0⟩
= 1

より正規性は示された.直交性については, m ̸= nに対して

m⟨hm, hn⟩ = ⟨T ∗Thm, hn⟩
= ⟨hm, T ∗Thn⟩
= n⟨hm, hn⟩

より, ⟨hm, hn⟩ = 0 (m ̸= n)となるから直交性も示された.

6 Hermite関数の表示
ここからは, hk の具体的な表示を与えていく.

f ∈ S(R)に対して
((T ∗)kf)(x) = (−1)k2−

k
2 e

x2

2
dk

dxk

(
e−

x2

2 f(x)
)

(k = 1, 2, . . .)

を数学的帰納法で示していく.
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(1) k = 1のとき

(左辺) =
1√
2

(
x− d

dx

)
f(x)

= 2−
1
2 (xf(x)− f ′(x))

(右辺) = −2−
1
2 e

x2

2

(
−xe−

x2

2 f(x) + e−
x2

2 f ′(x)
)

= 2−
1
2 (xf(x)− f ′(x))

より成り立つ.

(2) k = mで成り立つと仮定する.このとき, k = m+ 1のとき

((T ∗)m+1f)(x) = (T ∗(T ∗)mf)(x)

= (−1)m2−
m
2 T ∗

{
e

x2

2
dm

dxm

(
e−

x2

2 f
)}

(x)

= (−1)m2−
m+1

2

(
x− d

dx

){
e

x2

2
dm

dxm

(
e−

x2

2 f(x)
)}

= (−1)m2−
m+1

2

[
xe

x2

2
dm

dxm

(
e−

x2

2 f(x)
)
− d

dx

{
e

x2

2
dm

dxm

(
e−

x2

2 f(x)
)}]

= (−1)m+12−
m+1

2 e
x2

2
dm+1

dxm+1

(
e−

x2

2 f(x)
)

より成り立つことがわかる.

以上より,数学的帰納法から任意の自然数 k に対して等式が成り立つ.

この結果より, hk (k = 1, 2, . . .)の具体的な表示を得ることができる.実際

hk(x) =
1√
k!
(T ∗)kh0(x)

= (−1)k
(
π

1
2 2kk!

)− 1
2

e
x2

2
dk

dxk
e−x2

となる.ここで, Hk(x)を
Hk(x) = (−1)kex

2 dk

dxk
e−x2

(k = 0, 1, 2 . . .)

とし, ck =
(
π

1
2 2kk!

)− 1
2 とすると, hk = cke

− x2

2 Hk より, {cke−
x2

2 Hk} は L2(R) の正規直交系である. また, Hk

は k 次の多項式となる. 実際, H0(x) = 1,H1(x) = 2x となり, k = 1, 2, . . . のとき Hk(x) が k 次の多項式ならば,

Hk+1(x)については

Hk+1(x) = (−1)k+1ex
2 dk+1

dxk+1
e−x2

= −ex
2 d

dx

(
(−1)k

dk

dxk
e−x2

)
= −ex

2 d

dx

(
Hk(x)e

−x2
)

= −ex
2
(
Hk

′(x)e−x2

− 2xHk(x)e
−x2

)
= 2xHk(x)−Hk

′(x)

より, Hk+1(x)は k + 1次の多項式になることがわかる.

7 Hermite関数の完全性
Hermite関数が L2(R)の正規直交系であることはすでに示した.そこでここでは,完全性について示していく.その
ためには複素解析学や Fourier変換を用いることになるため,議論が長くなる.
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まず,完全性についてはいくつか同値な命題があるが,ここでは f ∈ L2(R)が ⟨f, hk⟩ = 0 (k = 0, 1, 2, . . .)をみたす
ならば f = 0を示すこととする.

まず, F (z) = e−z2+2zx とすると, F (z)は整関数であり

F (z) =

∞∑
n=0

An(x)

n!
zn

とMaclaurin展開することができる.ただし, An(x) = F (n)(0)である.また, F (z) = ex
2

e−(z−x)2 より

An(x) = ex
2 dn

dzn
e−(z−x)2

∣∣∣∣
z=0

= ex
2 dn

dwn
e−w2

∣∣∣∣
w=−x

= (−1)nex
2 dn

dxn
e−x2

= Hn(x)

となる.また, Cauchyの評価式より,任意の r > 0に対して

|Hn(x)| ≤
n!

rn
sup
|z|=r

|F (z)| ≤ n!

rn
er

2+2r|x|

が成り立つ.よって, |z| < r のとき∣∣∣∣∣F (z)e−
x2

2 −
N∑

n=0

Hn(x)e
− x2

2

n!
zn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∞∑
n=N+1

Hn(x)e
− x2

2

n!
zn

∣∣∣∣∣
≤ er

2+2r|x|e−
x2

2

∞∑
n=N+1

|z|n

rn

≤
(
1− |z|

r

)−1

er
2+2r|x|e−

x2

2

が成り立つ.ここで, e−
x2

2 ∈ L2(R)より, L2(R)の意味で

e−z2+2zxe−
x2

2 =

∞∑
n=0

Hn(x)e
− x2

2

n!
zn

が成り立つことが示された.ここで, f ∈ L2(R)が ⟨f, hk⟩ = 0 (k = 0, 1, 2, . . .)をみたすと仮定する.このような f に
対して,内積の連続性から ∫ ∞

−∞
f(x)e−z2+2zxe−

x2

2 dx =

∞∑
n=0

cn
−1 ⟨f, hn⟩

n!
zn = 0

が成り立ち, e−z2+2zxe−
x2

2 = e−
1
2 (x−2z)2+z2 より, 2z = a(∈ R)と置き換えることで∫ ∞

−∞
f(x)e−

1
2 (x−a)2 dx = 0 (a ∈ R)

が成り立つことがわかる.

今, f ∈ S(R)の Fourier変換 f̂ を

f̂(ξ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−ixξ dx (ξ ∈ R)

と定義し, f ∈ L2(R)に対する Fourier変換 f̂ は, L2(R)の意味で fn → f (n → ∞)となる {fn} ⊂ S(R)に対して
f̂n の L2(R)における n → ∞の極限で定義する.また, g ∈ S(R)に対する逆 Fourier変換は

ǧ(x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(ξ)eixξ dξ (x ∈ R)
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であり, Fourier変換と同様に L2(R)における逆変換も定義する. Fourier変換と逆 Fourier変換は全単射な等長作用
素であることに注意する.

ここで, G(x) = e−
1
2 (x−a)2 の Fourier変換を求める.

Ĝ(ξ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

1
2 (x−a)2e−ixξ dx

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

1
2x

2

e−iaξe−ixξ dx

=
1√
2π

e−iaξ

∫ ∞

−∞
e−

1
2 (x−iξ)2+ 1

2 ξ
2

dx

= e−
1
2 ξ

2

e−iaξ

となる. Fourier変換は等長であるから∫ ∞

−∞
f(x)e−

1
2 (x−a)2 dx =

∫ ∞

−∞
f̂(ξ)e−

1
2 ξ

2

eiaξ dξ = 0 (a ∈ R)

となる.これは, f̂(ξ)e−
1
2 ξ

2 の逆 Fourier変換が 0であることを表している.ゆえに, f̂(ξ)e−
1
2 ξ

2

= 0となるから, f̂ = 0

となり, f = 0が示された.

以上より, {hk}が L2(R)において完全であることが示された.

8 生成作用素と消滅作用素
{hk} が L2(R) の完全正規直交系であることが示されたたため, Hn を Hos の固有値 En に対応する固有空間, つ
まり

Hn = {αhn | α ∈ C}

とすると
L2(R) =

∞⊕
n=0

Hn

が成り立つ.

また, T ∗ は hn−1 を
√
khk に写すことを考えると, Hn−1 からHn への線形作用素と考えることができる.この線形作

用素は,固有空間に対応するエネルギーの状態を 1つ増やす働きがあるため,生成作用素と呼ばれている.一方, T は
hn を

√
nhn−1 に写すことを考えると, Hn から Hn−1 への線形作用素と考えることができる.この線形作用素は,固

有空間に対応するエネルギーの状態を 1つ減らす働きがあるため,消滅作用素と呼ばれている.生成作用素と消滅作用
素をあわせて,昇降演算子または,梯子演算子と呼ばれている.
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